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О  нѣкоторыхъ  разложеніяхъ  въ  ряды  интеграловъ  линейныхъ  диф¬ 
ференціальныхъ  уравненій,  удовлетворяющихъ  опредѣленнымъ  на¬ 
чальнымъ  условіямъ'). 

Н.  М.  Крылова. 


§  1,  Въ  одномъ  изъ  своихъ  послѣднихъ  сообщеній  въ  Сотріез  Кеп- 
с1и8  сіе  ГАсайётіе  йе8  8с.  сіе  РагІ8  (7  ХоѵетЪге  1910),  проф.  В.  А.  Сте¬ 
кловъ  установилъ  слѣдующую  замѣчательную  теорему:  Всякая  функція, 
могущая  быть  представленной  въ  формѣ: 

х 

(1)  Дж)  =  Г  ч(х)Ах  +  С , 

а 


разлагается  въ  одновидно  сходящійся  рядъ: 


но  фунціямъ  8іигт-Ілоиѵі1Гя. 

Обращаясь  къ  особо  интересующимъ  насъ  разложеніямъ  по  фунда¬ 
ментальнымъ  функціямъ  задачи  поперечныхъ  колебаніи  упругихъ  стерж- 


1)  Читано  въ  качествѣ  пробной  лекціи  въ  Горномъ  Институтѣ  (2.  5.  1911), 


пей  *)  естественнымъ  представляется  вопросъ  попытаться,  хотя  бы  частью, 
обобщить  результаты  проф.  Стеклова  и  на  эти  разложенія,  разсматривая, 
напримѣръ,  функціи,  представляемыя  въ  видѣ: 


X  X 

Г 

(р(Ж] )сіх{сіх  -)-  С(х  —  а)  +  С\  . 


т.  е.  функціи,  первая  производная  которыхъ  (ибо  \  у(х)сІх  есть  непрерыв- 

а 

ная  функція)  имѣетъ  форму  (1). 

Полагая: 


имѣемъ  на  основаніи  формулы  Рагзеѵаі-Стеклова.  установленной  для  вся¬ 
кой  интегрируемой  функціи  х )  2): 

Ь 

а 


Комбинація  формулъ  (3)  и  (2)  даетъ  намъ: 


X  X 
<1- 

а  а 


п 


^{х^йхуйх  =  \  Ак[Фк(х)  —  Фк(а) \ 


О 


п 


X  X 


^  А1:Фк'(а)(х  —  а)  +  [  V 


0 


а  а 


*)  т.  е.  къ  разложеніямъ,  изученіе  которыхъ  составило  предметъ  нашей 
работы:  „О  разложеніяхъ  въ  ряды  по  фундаментальнымъ  функціямъ,  встрѣ¬ 
чаемыхъ  при  интегрированіи  одного  дифференціальнаго  уравненія  съ  част¬ 
ными  производными  4-го  порядка  и  т.  дЛ  Кіевъ.  1911. 

2)  См.  стр  92.  ІЬі(4. 


3 


откуда: 


X  X 

Г 


п 


^{х^йхійх  +  (х  —  а)(\а)  +  ((а)  =  М  +  (ж  —  а)  V  АкФк'(а) 
а  а  О 


п 


+  (х  —  а)Вп\а)  +  ^  АкФк(а)  -ф  Вп(а)  [гдѣ  М  есть  правая  часть  фо] 


)- 


о 


мулы  (4)],  т.  е  имѣемъ: 


& 


X  X 


а  а 


Полагая  теперь  въ  извѣстной  формулѣ,  приведенной  проф.  Ляпу 
новымъ  ‘): 

Ь  Ь 


(о 


^Х(х)х1'(х)с1х  =  ХУ (1))ХІ\(Ъ)  —  ѣ*((т)1ѣ1(а)  —  \  гІ(х\{1\(х)сІх , 


а 


а 


х 


X 


X 


г  г  г 

(гдѣ  Щх)  =  \  ^{х^сіх^с:  <гі(ж)=^1(х,)йх,-|-е|) :  ^х)  =  у(х1)сІхі  +  с’ ; 


а 


а 


а 


имѣемъ: 


х 

г 


Ъ(ж)  =  ІЬООйжі+с/; 


а 


х  х 


Г 


'Г (а?)  =  \  \  ^{х^сіх^іх  -ф-  сг  (х  —  а)  -\~с  : 


а  а 

х  х 

г 


1Г,(ж)  =  \  \  ^{х^Лх^х  4-  Сі(х  —  а)  +  сх 


а  а 


2)  Ьіароипоіѣ  8иг  Г едиаНоп  сіе  Сіаігаиі,  Мётоігез  йе  1’Асайётіе  йез  8с. 
ііе  РеЪегзЪоиг^.  1904. 
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примемъ  теперь: 

х  х 

Е^{х^сІххсІх  +  Еп'(а)(х  —  а)  +  Еп(а)  =  Щх)  =  х1\(х) 
а  а 

тогда  формула  (6)  даетъ  намъ: 


х 


X , 


(7)  Еп2{х)  —  Е>2(а)  -|-  2  |  Еп(х1) 


Епа)(х)сІх  +  Еп'(а) 


СІХ{ 


а 


а 


Умножая  на  <і(х)  и  интегрируя  отъ  а  до  Ь ,  имѣемъ  изъ  (7):: 


Ь 


Яп  =  |  ц(х)Еп2(х)сІх  —  ЕІ12(а)  |  ^(x)(Ix  + 


а 


а 


(7') 


х 


X 


4-  2  \  д_(х)\  \  Еп(х)сІх 


Е«\х)сІх  -)-  Еп'(а) 


сіх ; 


а  а 


а 


но  очевидно  (по  формулѣ  Зсішагг’а): 


х 


Еп(а)  ^{х)<1х  \Еп(х)сІх  ^  Еп\а)  |  |  \  ц(х)7сіх 


а  а 


Ь  х 


Еп(х)сІх 


сіх 


а 


а  а 


(8) 


^  Еп'(а)  I  /  ѵ  ф{х)(1х 


(Ь  —  а)  \Еп(х)2сІх 


СІХ  < 


а  а 


а 


Е,!{а)(Ь — а)\/8п  \  /  (  ^^(х^х 


<  — 


а 


Ѵѵ 


гдѣ  р  =  шіпішит  функціи  д[х)\  такимъ  образомъ  выраженіе  (8)  имѣете- 


о 


предѣломъ  нуль,  если  соблюдено  условіе  (. А )  конечности  В\(а) .  Съ  дру¬ 
гой  стороны  имѣемъ: 


(») 


Ь  х 


/у>  /у* 

іл/  еЛ/ 1 


С[(х)-СІХ 


И 


а  а 


Вп2(хх)(1х\ 


т 

Вп(1}(х2)(ІХ  2  ( ІХІ 


< 


а  а 


|  ,<*)>«*  |л|„,)д.ч^.((»-.){р(«)*.^ 


а 


а  а 


а 


а 


іѴ  ѵ 


< 


гдѣ  }і  и  ѵ  суть  тіпітшп’ы  ^(x)  и  р(х) ,  т.  е.  выраженіе  (9)  имѣетъ  ире- 

Ь 

дѣломъ  нуль,  если  соблюдено  условіе  (/>):  8па]—[^р(х)Вп{ѵ(х)2сІх<ік,  гдѣ 

а 

]с  =  С0П8І. 

Слѣдовательно  изъ  формулы  (7')  имѣемъ: 

Вп2(а)  <  §  для  п  N 

и  при  тѣхъ  же  условіяхъ  изъ  (7)  получаемъ: 

Вп2(х)<а  для  п  >  іѴ,  (гдѣ  Ііта  =  ІітЬ  =  0) , 


что  и  т.  д. 
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Покажемъ,  что  если  въ  формулѣ  (2)  функція  <р(а)  непрерывна  и 
соблюдены  граничныя  условія 


(10)  ■  Г(а)  =  0  ;  Г(а)  =  0 ; 

т.  е.  если,  другими  словами,  дѣло  идетъ  о  разложеніи  интеграла  {{ос)  ли¬ 
нейнаго  дифференціальнаго  уравненія: 


ЛЩх) 

СІХ2 


[интеграла  удовлетворяющаго  начальнымъ  условіямъ  (10)]  по  фундамен¬ 
тальнымъ  функціямъ  соотвѣтствующимъ  граничнымъ  условіямъ  задачи 
колебаній  стержня,  зажатаго  съ  одного  конца  и  свободнаго  на  другомъ, 
т.  е.: 

Фк(а)  =  Фк'(а)  =  Фк"(Ь)  =  Фк’"{Ъ)  =  0 , 


покажемъ,  что  въ  этомъ  случаѣ  условіе  (В)  удовлетворяется  (условіе  (.4) 
очевидно  удовлетворяется). 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  имѣемъ  тогда: 


(П) 

откуда 


О 

?(я)  =  /"(■ X )  =  V  АкФк"(х)  4-  Яп(і)(х) , 

п 


Вп"(х)  =  Вп^(х) ; 


изъ  формулы  (11)  получаемъ: 


Ь  Ь  Ь 

р{х)Ви('\х)2сІх  —  [  /п(х)2р(х)с1х  —  2^  |  р{х)/'г'{х)АкФк,г{х)(1х 


+ 


а 


а 


а 


)12) 


V  о 

2^  ЪЪ  | р(х)Фк"(х)Фг"{х)ах  +2  Л2  і  р(х)фк"(х)41х, 


а 


а 


но  третій  членъ  правой  части  (12)  равенъ  нулю,  такъ  какъ  функціи  Фк"{х) 
ортогональны  при  функціи  р(х)  (см.  стр.  50  моей  вышеупомянутой  работы); 


съ  другой  стороны,  если  Фк(х)  нормированы  при  функціи  %{х) ,  то 

Ъ 

\р(х)Фк"(х)ЧІх  =  ік  (см.  стр.  56.  ІЪісІ.), 
а 


т.  е.  4-ый  членъ  правой  части  (12) 
частямъ  даетъ  намъ: 


интегрированіе  же  по 


р(х)р’{х)Ф1!'(х)с1х 


Г(х)р(х)Фі ;\х) 


ъ  ь 


-  \  Г(х)  I  ах  = 


а 


•У 

а  а 


Ь  Ь 


Г(х)^[р{х)Ф^] 


йх 


+ 


Я»  ах  =  Д  д(х)^(х)Фк(х)<1х  - 


•У 

а  а 


а 


=  АкІк,  если  вышеупомянутыя  граничныя  условія  для  /*( х )  и  Фк'{х)  со¬ 
блюдены. 

Такимъ  образомъ  изъ  (12)  имѣемъ: 


Ь 

і 

р(х)Вп(1)(х)2(Іх 


и  и 


а 


а 


что  и  т.  д.,  т.  е.  согласно  вышеуказанному  возможно  освободиться  отъ 
добавочнаго  ограничительнаго  условія:  {(Ь)  =  0  для  произвольной  функціи 
данной  для  разложенія. 


§  2.  Для  доказательства  „замкнутости-  системы  функцій  Фи'\х)  (свой¬ 
ства  интереснаго  самого  по  себѣ,  а  также  но  своимъ  приложеніямъ)  мы,  при¬ 
мѣняя  методъ  моей,  уже  цитированной  выше,  работы  докажемъ  возмож¬ 
ность  разложенія  „ произвольныхъ “  функцій  но  функціямъ  Фп”{х)  и  для 
этой  цѣли,  разсматривая  ортогональную  и  нормированную  систему  Фп(х) 
возьмемъ  за  исходную  точку  дальнѣйшихъ  разсужденій  абсолютно  и  одно¬ 
видно  сходящійся  рядъ  (наир,  при  условіи  непрерывности  /’"(#)| 
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х 

гъ 


У1  I  ч(х)Фп(х)йх  \  \{{х)р{х)]"Ф„(х)(1х  = 


а 


^  йх  \  I ?(Х)Р{Х)]"ФП{Х)<ІХ 


если 


У  І  [/■(ж)р(ж)]’,фп(ж)гіа;, 

*  1  V 


а 


Ф„"(6)  =  ф"Щ  =  О 


Утверждаю,  что  этотъ  рядъ  представляетъ  [р{х){{х)]' ;  въ  самомъ 
дѣлѣ,  полагая: 


(17)  [р(хЩх)] 


2сІ[р{х)Фп"(х)} 
УпсІх 


[/‘(х)р(х)]'Ф„(х)сІх  =  Р(х) , 


имѣемъ  съ  другой  стороны: 


[р(х)Г(х)\'Фп'(хуіх  =  — 1  Ф„(х)[р(х)/'(х)У'сІх ,  если  только  Фп(а)  =  0  и 


а 


а 


({Ь)  =  ('(Ь)  =  0 ,  а  также 

ь  .  Ь 

Л[р(х)Ф,Г(х)\  . 


А  >,СІХ 


Фт\х)(1х=-^\  ФтФпСІХ  = 


и 


—  1  ,  если  т  =  п 
О ,  если  т  ф.  п 


ЛУ 

а 
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Слѣдовательно: 


но  очевидно 


(а)  Г  Р(х)Фпг{х)йх  =  0 ; 


а 


(Р)  \  Р{х)Ф\(х)йх  = 


=  — I  Ф. 


[ 

ФП{Х)Р{Х) 

йУ 

а  а 

х ,  если  Фп 

"(Ъ)  -- 

Ф,.(ж)  <—{х)-  Ах 
ах 


При  соблюденіи  условій  существованія  4-хъ  первыхъ  производныхъ 
для  Да?)  и  нѣкоторыхъ  опредѣленныхъ  граничныхъ  условій,  рядъ  полу¬ 
чаемый  изъ  Р(х)  дифференцированіемъ  почленно,  т.  е.  рядъ: 


будетъ  одновидно  сходящимся,  а  потому  и  представитъ  непрерывную  функ- 
сЩх) 


дно  равную 


сіх 


и  тогда  формулы  (а)  и  ((5)  приводятъ  къ  противорѣчію, 


слѣдовательно  Р[х)  =  0  . 

Интегрируя  почленно  формулу  (17)  въ  предѣлахъ  отъ  Ь  до  х, 
имѣемъ: 

Ь 

(17')  р{х)Г(х)  =  У  і  [р(хЩх)]»фп(х)Ах , 


причемъ  разложенію  правой  части  (17')  можно  придать  видъ,  предопредѣ- 
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ленный  для  разложеній  по  способу  наименьшихъ  квадратовъ;  въ  самомъ 
Дѣлѣ, 


Ь  Ь 


[р{х)?(х)]”Ф  „(х)йх  = 


Фп(х)[р(х)І\х)У 


—  \  [р{х)((х)уфп\х)(1х  — 


а 


а  а 


Ь  Ь 


Фп'{х)[р(х)(\х)\ 


“Ь  \  у(х){\х)ФпП(х)(1х 


а  а 


и  съ  другой  стороны  имѣемъ 
Ь 

р(и)Фпп(х)2сІх 

а 

Такимъ  образомъ  окончательно: 


Ь 

=  /„,  если  только  |  <і{х)Фн‘1(х)сІх  =  1 . 

а 


Ь 

Фп'(х)  /■( х)р(х)Фп"{х)йх 
1\х)  =  У - ^ - 

1 


т.  е.  разложеніе  типа  Еоигіег  но  функціямъ  Фп'\х). 

Отсюда  обычнымъ  разсужденіемъ  убѣждаемся  въ  справедливости 
формулы  Раг8еѵа1-Стеклова  (см.  стр.  92.  ІЪісІ.)  для  функціи  Д х ) ,  удовле¬ 
творяющей  условіямъ  нредъидущаго  разложенія  по  Фп,г(х). 

Разсматривая  теперь  функцію  гЬ(х)  удовлетворяющую  граничнымъ  усло- 
віямъ,  обладающую  4-мя  первыми  производными  въ  интервалѣ  и  такую, 
чтобы  у(-х)  =  ^(х)  въ  («!,&)),  гдѣ  а<С  сі\  имѣемъ,  если  /\х)  — 

зависитъ  только  отъ  ^(х) ,  формулу  нроф.  Стеклова  для  /'(х) ,  а  затѣмъ  обыч¬ 
нымъ  разсужденіемъ  проф.  Стеклова  можно  перейти  ко  всякой  интегрируемой 
функціи  Г(х) ,  для  которой  и  будетъ  такимъ  образомъ  установлена  фор- 


—  И  — 

мула  „уравненія  замкнутости44,  какъ  называетъ  ее  ироф.  Стекловъ  !): 

Ь 

а 


Н  Разсматривая  ортогональную  и  нормированную  систему  функцій  Фк"{х ), 
можемъ  на  основаніи  извѣстной  леммы  ВсІітісіРа  утверждать  абсолютную  и 
одновидную  сходимость  ряда: 


х 


V  і  Фк'\х)сІх 


а 


Ь 

^  у(х)р{х)Фк"(х)с1х  , 
а 


гдѣ  <?(ж)  есть  непрерывная  функція;  слѣдовательно  имѣемъ  и  такую  непрерыв¬ 
ную  функцію: 


Ь 

=  V  фк(х)  |  ^(х)р(х)ф1!\х)с1х , 
а 


гдѣ  рядъ  правой  части  формулы  можетъ  быть  дифференцированъ  почленно, 
причемъ  <Ка)  =  Фг(а)  =  0 . 

Положимъ  теперь: 

(14)  к(х)  =  Сх{х)  —  і/(х)  , 


гдѣ  Сг (х)  есть  интегралъ  уравненія: 


&У 

< Іх 2 


удовлетворяющій 


начальнымъ 


условіямъ  Сх(а)  =  С\'(а)  =  О 


;  тогда  умножая 


(и> 


с12[р(х)Фкг(х)] 

на  - т~в  и 

ах-' 


интегрируя,  имѣемъ: 
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§  3.  Обобщая  предыдущія  разсужденія,  займемся  теперь  разсмотрѣ¬ 
ніемъ  общаго  вопроса  о  разложеніи  интеграла  линейнаго  дифференціаль¬ 
наго  уравненія  „п“  порядка: 

(18)  Ь(у)  =  у<п>  +  ах(х)і/п-'>  - 1-  а„_і(ж)г/(1>  +  а„(х)у  =  р(х) , 

удовлетворяющаго  начальнымъ  условіямъ: 

(19)  у  (а)  —  у*  (а)  =  .  .  .  у(п~]){а)  =  0 , 

причемъ  а{(х)  будутъ  конечныя  и  непрерывныя  функціи  отъ  х . 

Методомъ  варіаціи  произвольныхъ  постоянныхъ  подобный  интегралъ 
былъ  найденъ  для  одного  дифференціальнаго  уравненія  4-го  порядка  па 


(15) 


НО 


(ІХ  =  6.|(х)^)у(»4 

4  7  ах2  \  ах2 


а 


а 


Ь  Ь 

У  \  Фк{х)  СІХ  ( 1>{х)у(х)Фк"{хУ1х 


а 


а 


ащЫ'Ш  йх 

4  СІХ2 


!і{х) 


сІ[р(х)  Фк"(х)] 

СІХ 


а 


а 


к,{х)лШрШйх= 

СІХ 


а 


Іі'(х)р(х)Фк\х) 


Ь  Ь 

-\-  ^  р(х)Іі"(х  1  Ф"(х)іІХ 


а  а 


С,(х)  сЕЩ?рх)}  Лх  =  (  р(х)С/'(х)  Фк"(х)сІх , 


а 


а 


и  также: 


пр.  15  (ІЬісі.);  Для  оищаго  случая  онъ  можетъ  быть  представленъ,  какъ 
легко  это  замѣтить,  въ  видѣ: 


х 


г—п  і  у(П— і) 


Ч*) 


1=1 


а 


х 


Уі{г),У-Хг)  ■  ■  ■  Мг) 

2Л'(»>  Уг(г)  ■  ■  ■  Уп(г) 

2/і(и-2,е) . уп^\г) 


У  Xх) 


У  Xх) 


X 


Не) 


р(г)сІг  =  \  К(х  ,г)р(г)с1г 


а 


а 


а  потому  формула  (15)  даетъ  намъ: 


1ь'\х)р(х)Фк”(х)сІх  =  I  р(х)у(х)Фк\х)сІх 


а 


а 


р(х)Фк"{х)2сІх  \  у(х)р(х)Фкп(х)сІх 


а 


а 


Отсюда,  принимая  во  вниманіе  нормированность  Фк"(х)  при  функціи 
р(х) ,  имѣемъ: 

Ъ  Ъ  Ъ 

(16)  \  кп (х)р(х)Ф (х)йх  —  \  р(х)у(х)Фк'(х)сІх —  I  р(х)у(х)Фк'(х)(1х= 0 ; 


а 


а 


а 


принимая  во  вниманіе  вышедоказанное  свойство  „замкнутости14  системы  Фк"(х ), 
изъ  (16)  имѣемъ  право  утверждать,  что  к"(х)  =  0,  но  изъ  (14)  к'(а)  —  0,  слѣдо¬ 
вательно  к'(х)  =  0  и  такъ  какъ  съ  другой  стороны  /і(а)  =  0 ,  то  и  к(х)  =  0 ,  т.  е. 
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гдѣ 


Уі 

I ;  Д'  =  минору  Уі(п~1)  въ  опредѣлителѣ  Д(г) 

у(п- 1)(^) . Уп(п~Х){7) 

и  уі(х) ,  Уъ(х)  .  .  .  Уп{х)  есть  система  п  линейно  независимыхъ  интегра¬ 
ловъ  уравненія  (18)  безъ  второй  части,  интеграловъ  удовлетворяющихъ 
опредѣленнымъ  начальнымъ  условіямъ,  при  которыхъ  Д(а)  ф  0 . 

Тогда  въ  интервалѣ  (а,  Ъ)  конечности  и  непрерывности  коефиціен- 
товъ  ах(х) ,  опредѣлитель  Д(я)  будетъ  отличенъ  отъ  нуля  и  представляя 
собой  конечную  и  непрерывную  функцію,  имѣетъ  своимъ  нижнимъ  пре¬ 
дѣломъ  (здѣсь  мы  имѣемъ  право  говорить  о  нижнемъ  предѣлѣ,  а  не  о 
нижней  границѣ,  ибо  дѣло  идетъ  о  непрерывныхъ  функціяхъ)  нѣкоторое 
количество  і  отличное  отъ  пуля,  т.  е. 

Іітіпу  |  Д(г)  |  =  а  . 

Съ  другой  стороны  члены  опредѣлителя,  стоящаго  въ  числителѣ 
выраженія  К(х ,  г)  суть  конечныя  и  непрерывныя  функціи  въ  интервалѣ 
а ,  Ь ,  а  потому  въ  виду  конечности  общаго  ихъ  числа  п ,  можно  назначить 
нѣкоторое  опредѣленное  число  р  и  при  томъ  такое,  что  модули  всѣхъ 
членовъ  вышеупомянутаго  опредѣлителя  будутъ  ^  ^ ;  тогда  по  извѣстной 
НайатагсГа  относительно  тахіта’льной  величины  опредѣлителей,  имѣемъ, 
что  абсолютная  величина  интересующаго  пасъ  опредѣлителя  будетъ  менѣе 

$п  у  пп , 

а  потому  имѣемъ  окончательно: 

Йиі/  и  и 

і  Кіх  - - —  <С  А  =  сопзі. 

рядъ  (13)  представитъ  интегралъ  С г( х) ,  если  только  сдѣлаемъ  добавочное 
условіе  относительно  существованія  второй  производной  (которой  мы  пользо¬ 
вались)  отъ  Ых) ,  для  каковой  цѣли  необходимо  выйти  изъ  области  дѣйстви¬ 
тельныхъ  перемѣнныхъ,  сдѣлавъ  предположеніе  объ  аналитичности  входя¬ 
щихъ  въ  формулы  функцій,  чтобы  имѣть  возможность  изъ  существованія 
первой  производной  •  аключить  о  существованіи  остальныхъ. 


дю= 


У\{г),уг{г)  .  .  .  у, (г) 
У\'(?) . У»  0) 


что: 


—  15  — 


Подобнымъ  же  образомъ  легко  доказывается. 


дтК(х ,  г) 
дхт 


с  В  =  соп8І. ,  гдѣ  т  =  1,2,...» —  1. 


Полагая  теперь: 


Л#  ,  г)  =  ,  г) ,  если  г  ^  ж  ; 

/’(#,<г)  =  0  ,  если  г^>х\ 

имѣемъ  возможность  представить  интересующій  насъ  интегралъ  уравненія 
(18),  равно  какъ  и  его  первыя  (п  —  1)  производныхъ  въ  видѣ: 


гдѣ 

(20) 


Ь 

г* 

Г(ж)=  ^  {{х  ,г)р(г)йг , 
а 

Ь 

{(х ,  г)Чг  <  А2(1)  —  а)  =  =  союз*. ; 

а 


гдѣ 


х 


П'Ч(.х)  =  {  —  Г  1\(х,2)р(г)г1г 


а 


а 


Ь 

(і{х ,  г)2йг  <  В2(1>  —  а)  —  В1  =  сопзі. 


Пусть  теперь 


Ф\(х) ,  Ф2(х)  .  .  .  ф*(х) 


нѣкоторая  заданная,  „ замкнутая “  въ  обобщенномъ  смыслѣ  система  нор¬ 
мированныхъ  ортогональныхъ  функцій  и  пусть  наир.  срр.  будутъ  интегралы 
уравненія: 

Ччѵ)  —  фМ)  > 


удовлетворяющіе  начальнымъ  условіямъ: 

=  ?/(«)  =  •  •  • 


?/п-1>(«)  =  0 . 


/ 


—  16  — 


тогда  на  основаніи  предъидущаго  можемъ  написать: 


Ь 

<Ри(#)  =  |  {(х ,  г)Фу{г)(1г  . 
а 


Примѣняя  теперь  обобщенную  формулу  проф.  Стеклова  О,  для  раз¬ 
ложенія  интеграла  отъ  произведенія  двухъ  функцій,  можемъ  сразу  напи¬ 
сать:  требуемое  разложеніе  искомаго  интеграла  уравненія  (18)  пргі  на¬ 
чальныхъ  условіяхъ  (19)  въ  абсолютно  и  одновгідно  сходящійся  рядъ  по 
функціямъ  уфх)  на  основаніи  свойства  [ (х , г) ,  выраженнаго  формулой  (20). 

Такимъ  образомъ  имѣемъ: 


(і) 


У(х)  =  I  /*( х ,  г)р(г)(Іг  = 


Г%  / 

\  Цх , г)фѵ,(х)(1х\ 

Г 

і  р(г)фр(г)с1г  =  V  <рДж)  1 

1 

Л 

)  1  ] 

а 


а 


а 


т.  е.  получаемъ  новый  видъ  разложеній  (или,  вѣрнѣе  безконечное  число 
различныхъ  видовъ,  ибо  форма  Ь  произвольна),  заключающихъ  таковыя 
же  ЗсѣтЫі’а  2)  какъ  частный  случай  и  притомъ  по  функціямъ  фД#)  та¬ 
кимъ,  что  не: 

Ь 


<?п(х)ут(х)сІх 


|  0  ,  если  т  ф  п 

"  > 
1  ,  если  т  —  гг 


но 


Щп{х)]Цут(х)]сІХ  = 


0 ,  если  т  ф  п 
1  ,  если  т  =  п 


Н  Приведенную  напр.  на  стр.  88.  ІЪійет. 

2)  Стр.  476.  МаПіетаІізсѣе  Аппаіеп  Вй.  63. 
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ЛЬНОМ 


такую  систему  функцій  ^(х)  можно  было  бы  назвать  циазі-ортоюпал 
(или  дифференціально-ортогональной  наир.). 

Кь  разложенію  по  функціямъ  срДа?)  можно  было  бы  придти  еще  и 
такимъ  образомъ:  пусть 

Ь 

г & 

/•(ж)  =  V  9 „(ж)  ^  р(г)Ф„{г)сІг  +  Вп(х) ; 


П 


р(х)  =  у  ФДж)  I  р(г)ФЛг)сІг+В,Р(х) ; 


тогда  очевидно: 


(20) 


Кп(а)  =  0 ;  В,!(а)  =  0  .  .  .  Вп'п~1\а)  =  О 


и  съ  другой  стороны,  дифференцируя,  имѣемъ: 


(21) 

если 


Ь[Вп{х)\  =  Вп^{х) , 

=  и  Щу.(х)}  =  Ф[Х(х)  . 


Тогда  изъ  уравненій  (20)  и  (21)  на  основаніи  вышеуказанной  леммы, 
имѣемъ: 

Ь 


(23) 


Вп(х )  =  I  {{х,г)Вп^\г)йг  9 


а 


но  въ  виду  ортогональности  нормированной  системы  Фѵ.(х)  имѣемъ  для 
всякой  ограниченной,  интегрируемой  [а  въ  частности  и  для  непрерывной 
функціи  р(х)  \  : 

Ь 

Г  (1)  1} 

п=со  )  Вп\х)с1х  —  О  ? 


а 


(іі 


])  т.  е.  \  Вп2(х)сІх  <  е  для  п  ^  ѵ 


а 
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съ  другой  же  стороны  изъ  (22)  въ  силу  неравенства  Зсігѵѵагг’а,  имѣемъ: 

Ь  Ь 

Г  Г  (1) 

|  вь(%)  і2  <  ^  -[(х,г)2сІ2  |  К„2(х)Чх , 
а  а 

т.  е.  Нт  |  В„(х)  |  =  0,  т.  е.  рядъ: 

Ь 

?Щ)  ^  р{г)Ф^(г)йг 
а 

будетъ  одновидно  сходящимся. 

Ряды,  полученные  изъ  (23)  почленнымъ  дифференцированіемъ  до 
(п — 1)  порядка  будутъ  также  одновидно  сходящимися,  какъ  это  можно 

Ь 

видѣть  напр.  изъ  формулы  (22),  вспоминая,  что  ^  <і  В} . 

• г 

а 

Надлежитъ  замѣтить,  что  сходимость  этихъ  рядовъ,  какъ  одновид¬ 
ная,  такъ  и  абсолютная  всего  проще  видна,  представляя  рядъ  (23)  (на 
основаніи  вышедоказанноГі  леммы)  въ  видѣ: 


V 


{(х,г)Фѵ{г)(Іг  \  р(г)Ф,,{г)Лг 


и  примѣняя  лемму  Всіітісіі’а  о  сходимости. 

Утверждаемъ,  что  рядъ  (23)  дѣйствительно  представляетъ  собой 
функцію  /*( х ) ;  въ  самомъ  дѣлѣ,  полагая, 

Ь 

оэ  Г 

(24)  Дж)  —  У  (р ,,(х)  1  р{г)Ф,,{г)йг  =  Р(.г) 

а 


умножимъ  обѣ  части  (24)  на  М[Фѵ.(г)\,  гдѣ  М[у^г)]  есть  дифференціаль- 


19 


ное  выраженіе  присоединенное  къ  Ь[у(г)] ,  т.  е.: 


а,(х)у  —  ЩрЖІ  +  ,  ..  ,  1Ѵ.  &У 

Ѵ  и  Лх  ^  йж*  +  О  йхи 


имѣемъ,  интегрируя  отъ  а  до  Ъ 


\  і\х)М  [Фѵ{х)](іх 


а 


Ъ(х)М\Фѵ{х)]сІх  \  р(г)Фн(г)Дг  = 


а 


=  ^  р(х)М  |  Фѵ.(х)  \^х  ■ 


а 


Отсюда,  интегрируя  по  частямъ,  получаемъ: 


^  /‘(х)М[Ф[Х(х)]сіх  =  \  Ф{і(х)Щ(х)](Іх  +  А\/(х) ,  Ф[Х(х)\ 


а 


а 


=  і  ф\{х)р(рс)(іх  4-  А[?(х) ,  фѵ{х)} , 


л 

а 


гдѣ 

М[,  Ф,) 


СІХ1 


Г  І^1П  2 Ф\>.  4~ 


Й(я„-3Ф,л)  +  _  (_  .  р«-Х)ф 


СІХ 


СІХ 


и- 


кромѣ  того: 
Ь 


Г 


ъ{х)М[Фѵ{х)  I СІХ  =  \  Ф^х)Ь[^{х)}Лх  +  А['?1Н{Х) ,  ФДж)]  = 


а 


V 

а 


Фѵ{х)ФѴл(х)Лх  +  /1  [?^(ж)  ,  Ф,л(ж)] 


а 
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Ъ  Ь 

|  Р(х)М[Фр(х)]0х  =  |  Фѵ(г)Щ\г)]<Іг  +  А[Р(г)  ,  ФДг)] ; 
а  -  а 

съ  другой  стороны  замѣчаемъ,  что  въ  выраженіе  А(  )  входятъ  производ¬ 
ныя  включительно  только  до  ( п  —  1 )  порядка,  но  до  этого  порядка  можно 
дифференцировать  почленно  ряды  (23),  получая  при  этомъ  абсолютно  и 
одновидно  сходящіеся  ряды,  слѣдовательно: 


А[Р{х) ,  ФДж)]  =  А[)\х)  ,  Фѵ(х)\  —  V  А(;іѵ.х  ,  Ф„)  \  і )(г)Ф ,м(г)сІг 


Ні=1 


а  потому  имѣемъ  окончательно: 

Ь  Ь  Ь 

Фѵ{х\р(х)сІх  —  \  р(г)Фи.{г)(1г  =  0  =  )  Ф[Х(х)Ь[Р(х)]сІ-х ,  для  р  =  1 ,2  ...  со 


а 


а 


а 


При  замкнутости  системы  Ф, Х(х)  имѣемъ  отсюда 

ЦР(х)\  =  0; 

но  изъ  формулы  (24)  видимъ,  что  Р(х )  вмѣстѣ  со  своими  (п  —  1)  первыми 
производными  равны  нулю  при  х  =  а ,  а  потому  Р(х)  =  0 ,  что  и  т.  д. 
Для  заключенія  о  существованіи  п- ой  производной  отъ  Р(х)  здѣсь  также 
надо  выйти  изъ  области  дѣйствительныхъ  перемѣнныхъ,  сдѣлавъ  пред¬ 
положеніе  объ  аналитичности  входящихъ  въ  формулы  функцій  (см.  замѣ¬ 
чаніе  къ  стр.  14  и.  р.). 

Такимъ  образохмъ  устанавливается  формула  разложенія  (I)  для  инте¬ 
грала  У(х)  уравненія  (18),  интеграла  удовлетворяющаго  условіямъ  (19). 
Общій  случай,  т.  е.  когда: 


у(а)  =  с ;  у' (а)  —  сг ;  ...  уіп-})(а)  =  сп~\ 

можетъ  быть  приведенъ  къ  предъидущему,  разсматривая  такую  функцію 
1{х)  конечную  и  непрерывную  вмѣстѣ  со  своими  п  первыми  производ¬ 
ными,  чтобы 


і(а)  =  с ;  і\а)  =  с' ;  ...  ^(м_1)(«)  =  сп~1 ; 
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тогда  очевидно  къ  функціи  Щх)  =  интегралу  дифференціальнаго  урав¬ 
ненія: 

ЦК(л')]  =  Іг[у(ж)]  —  Ь[і(х)\  =  р(я?)  —  /.|7(.х-)] , 

какъ  удовлетворяющему  граничнымъ  условіямъ  (19)  примѣняется  предъ- 
идущая  формула  разложенія,  т.  с.: 


Щх)  =  у1  срДж)  \  { Цж)  —  1 1 Ф^(х)йх  =  У  «рЦж)  \  р{х)Ф. (іх 


а 


а 


^  а  потому,  т.  к.  К(х)~у(х)  —  і(х). 


имѣемъ  требуемое  разложеніе: 


2/6*0  =  %)  +  V  ^(х)  I  р{х)Ф^{х)йх—^  ур(х)  I  ІЩх)]Фѵ(х)(Іх 


а 


Замѣтимъ,  что  вѣроятнѣе  всего,  именно  аналогичнымъ  путемъ,  гео¬ 
метры  подойдутъ  къ  постановкѣ  вопроса  о  разложеніяхъ  по  такъ  назы¬ 
ваемымъ  полиномамъ  Зііеіуез’а  (полиномамъ  не  образующимъ  ортогональ¬ 
ную  и  нормированную  систему)  обладающимъ  нѣкоторыми  замѣчательными 
свойствами  1). 


1)  (См.  Соггезропйапсе  сГНегтйе  еі  сіе  бѣіѳІЦев’а),  НитЬегі:  йоигпаі  сіе 
ГЁсоІе  РоІуіесЪпіцие  1880. 


і 


» 
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